Introduccion a la simulacion de variables aleatorias
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1 Simulacién de una variable normal
Sea la variable aleatoria X ~ N(u,o0). Cuando simulamos una variable con R, la probabilidad de que la

variable X tome un valor en un intervalo concreto [z;, ;]| es proporcional al valor del afea de la funcién de
densidad evaluada entre los puntos x; y x;. Es decir:

P(X € [i,25]) = k:/ F@)de

donde k es un a constante y f(x;) = ﬁemp (5= (z; — p)?).

Por ejemplo, vamos a analizar la variable X ~ N(3,1):

curve (dnorm(x, 3, 1), =20 8, "blue", 2)
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Cuando generamos valores aleatorios de la variable X, lo méas probable serd obtener valores entre 2 y 4, y
serd menos frecuente obtener valores entre 0 y 2 y entre 4 y 6. Veamos un ejemplo:

set.seed(123)

( round (rnorm(20, 3, 1),2) )

## [1] 2.44 2.77 4.56 3.07 3.13 4.72 3.46 1.73 2.31 2.55 4.22 3.36 3.40 3.11 2.44 4.79 3.50 1.03 3.70
table(cut (%, -2:8))

##
## (-2,-11 (-1,0] (0,1] (1,21 (2,31 (3,41 (4,51 (5,61 (6,71 (7,8]
##t 0 0 0 2 6 8 4 0 0 0

Por tanto, el histograma de los numeros aleatorios debera parecerse a la funcién de densidad simulada:

hist(x, -2:8, F)
curve (dnorm(x, 3, 1), "blue", 2, T)
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Cuantos més ntimeros aleatorios generemos, mejor sera la aproximacion:

set.seed(123)

x = round(rnorm(1000, 3, 1),2)

hist (%, F)

curve (dnorm(x, 3, 1), =2 8, "blue", 2, T)
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2 Simulacién de modelos de regresion

2.1 Simulacién de “y” para un valor concreto de “x”

Vamos a estudiar el siguiente modelo:

Y =2+0252+U

donde U es una variable aleatoria normal, U ~ N(0, 1). Por contra, 2 es un nimero, no es variable aleatoria.
En cambio, Y si es variable aleatoria debido a la presencia de U (la suma de un ntimero y una variable aleatoria
nos da otra variable aleatoria). Su valor dependerd de x. Esto se expresa mateméticamente escribiendo
Y|z. Por las propiedades de la distribucién normal (ver Apéndice: Propiedades de las variables aleatorias
normales)

Y|z ~ N(2+0.25z,1)
ElY|z] = E[24+ 0250 + U] =2+ 0.25x

Var|Y|z] = E[2+4 0.25z + U] = Var[U]

Vamos a comprobarlo mediante simulacién. Primero vamos a simular el término de error, U:
set.seed (1)

u = rnorm(10000, 0, 1)
hist (u)
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Y a continuacién vamos a simular el valor de Y para x =4
x =4
y =2+ 0.25%xx + u

Segtin los visto anteriormente, para x = 4 se tendria que cumplir que que Y|z =4 ~ N(2+40.25 x4, 1).

hist(y, F, "Histograma de Y|x=4")
curve(dnorm(x,2 + 0.25%4 ,1), "blue", 2, T)



Histograma de Y|x=4
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La esperanza y la varianza se pueden calcular a partir de los valores simulados utilizando la ley de los
grandes nimeros:

1
y:NZ%%E[YW:‘H

§2 = 71 (yi — gj)2 — Var[Y|z = 4]

# aproxzimacién de 2 + 0.25%4 = 3
mean (y)

## [1] 2.993463

# aproxzimacion de 1

var (y)

## [1] 1.024866
Para x = 8 se tiene Y|z =8 ~ N(2+4 0.25 % 8,1):

x =8

y =2+ 0.25%xx +u

hist(y, F, "Histograma de Y|X=8")
curve(dnorm(x,2 + 0.25%8 ,1), "blue", 2, T)



Histograma de Y|X=8
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# aproxzimacidn de 2 + 0.25%8
mean (y)

## [1] 3.993463

# aproxrimacion de 1
var (y)

## [1] 1.024866

En el fondo, lo que tenemos es:



41\,;&{(%4)

r X

ya que 2 + 0.25x es la ecuacién de una recta. Para cada valor de x la variable Y|z tiene distribucién normal.
Como se ha visto:

Y|z ~ N(2+0.25z,1)

Este modelo se suele escribir también como

Y=2+0252+U, U~ N(01)

En general, las variables aleatorias las escribiremos en mayuscula y los datos (obtenidos por simulacién en
este caso) en mindscula.

2.2 Simulacién de “y” para un conjunto de “x”

En lugar de simular 1000 valores de Y para un valor concreto de x vamos a simular un valor de Y para x =
[0,2,4,6,8,10].

set.seed (1)

x = ¢(0,2,4,6,8,10)

u = rnorm(length(x))

y =2+ 0.25%xx + u

plot(x,y)

abline(a=2, b=0.25, col = "red") # afladimos la Tecta



Como observamos, debido al caracter aleatorio de U, los valores generados de Y no estan sobre la recta
2+ 0.25z.

Este proceso se puede repetir tantas veces como queramos obteniendo diferentes conjuntos de puntos que
proceden del mismo modelo:

set.seed(2)
x = ¢(0,2,4,6,8,10)

u = rnorm(length(x))
y =2+ 0.25%xx +u
plot(x,y)
abline(a=2, 0.25, "red") # afiadimos la recta
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2.3 Calculo del modelo de minimos cuadrados a partir de un conjunto de valores
simulados

Si consideramos el conjunto de puntos simulados:

set.seed(1)

x = ¢(0,2,4,6,8,10)
u = rnorm(length(x))
y =2+ 0.25%xx +u
plot(x,y)
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A partir de estos puntos podemos calcular cual es la recta que mejor se ajusta en el sentido de minimos
cuadrados:

Yi = bo + brzi + ¢

m = lm(y ~ x)
coefficients(m)

## (Intercept) X

## 1.8353780 0.2771204
plot(x,y)

abline(a=2, 0.25, "red")
abline(m, "blue")



Como vemos, los valores calculados se parecen mucho a 2 y 0.25, ya que estamos calculando “la mejor” recta
para unos datos que proceden de una recta.

Si volvemos a simular los puntos

set.seed(2)

u = rnorm(length(x))
y 2 + 0.25%x + u
m = lm(y ~ x)
coefficients(m)

## (Intercept) X
## 1.8496085 0.2733307

Volvemos a obtener valores parecidos a 2 y 0.25. Veamos qué ocurre si repetimos este proceso 1000 veces.

set.seed (1)

aa = rep(0,1000)

bb = rep(0,1000)

for (i in 1:1000){
u = rnorm(length(x))
y =2+ 0.25%x + u
m = 1m(y ~ %)
aali] = coef(m) [1]
bb[il coef (m) [2]

}

hist(aa, F)
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Es decir, parece que tenemos dos variables aleatorias (recordad que variables aleatorias -> funcién de densidad,
datos simulados -> histograma). Para verificar ésto, vamos a ver las ecuaciones con los que calculamos los
valores de minimos cuadrados:
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| = amxay

donde y = [y1 y2--- ye|T. El equivalente teorico de simular 1000 veces y obtener 1000 valores de by y by es
considerar variables aleatorias Y en lugar de datos concretos y.

] = ooy

donde

Y; ~ N(2+40.25z;,1), i =1,2,--- ,6

La matriz X es una matriz de niimeros, conocida:

el e
O D= DN O

—
o

Por tanto (X7 X)~1(XTY) son dos variables aleatorias. Teéricamente, by y by son dos variables aleatorias.
Lo deseable seria conocer su funcién de densidad. Para ello, sabemos que

En forma matricial, las 6 variables aleatorias se agrupan formando:

Yl ]_ xl Ul
Yl |1 e 2 Us
Y= - [0.25} * -
Ys 1 Us
Y ~ N(XBT)

donde 3 =[2 0.25]7 e I es la matriz identidad de orden 6. Por tanto, teniendo en cuenta las propiedades de
las distribuciones normales

(XTX)T'XTY ~ N(B, (X7 X))

ya que

EB(XTX)"'XTY] = (XTX)'XTE|Y] =8

Var[( XTX) 7' XTY] = (XTX) ' X Var[Y] X (XTX) ™ = (XTXx)™!

Es decir, si calculamos (X7 X)~1:
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X = cbind(rep(1,length(x)), x)
solve (t(X) %% X)

## X
## 0.52380952 -0.07142857
## x -0.07142857 0.01428571

entonces el histograma de aa corresponde a una N(2,0.524) y el histograma de bb corresponde a una
N(0.25,0.014)

hist(aa, F)
curve(dnorm(x,2,sqrt(0.524)), T, "blue", 2)
Histogram of aa
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hist(bb, F)
curve (dnorm(x,0.25,sqrt(0.014)), T, "blue", 2)
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